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Sommaire

Dans cette étude, nous déterminons le nombre exact de régions d'horloges générées a partir d'une
relation d'équivalence définie sur I'espace des valeurs d'horloges dans un automate temporisé (cf[4]).
Ce nombre est de tres loin plus petit que celui donné en [4]. Celui-ci joue un rdle trés important dans
le test des systemes temps réel puisqu'il permet de calculer la longueur de la trace distinguant deux
états du systeme. Nous faisons aussi remarquer que le nombre de régions d'horloges (classes
d'équivalence) générées est extrémement li€é aux nombres de Stirling de seconde espéce. Quant a la

somme totale de ces régions, son expression se trouve simplifiée au moyen des polynémes eulériens.

1 Publication du département DIRO # 1116, Université de Montréal
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I) INTRODUCTION:

Actuellement, les applications informatiques sont de plus en plus utilisées
dans des systémes critiques tels que le suivi des malades, le contr6le du trafic
aérien, etc... De plus, nous assistons a une évolution importante des réseaux a haut
débit et des applications multimédia. Ces systémes ont en commun la caractéristique
d'étre tous spécifiés avec des contraintes temporelles pour conditionner leurs
fonctionnements. En effet, le fonctionnement de ces syst¢tmes ne dépend pas
uniquement des événements en entrée et en sortie mais aussi des plages du temps
dans lesquelles ces événements auront lieu. Plusieurs modeles de temps ont été
développés pour décrire ces systtmes dont nous pouvons citer les modeles discret, a
horloge fictive et continu. L'expressivité de ces modeles est fonction du domaine et
de la sémantique de temps considérés (cf[5]). Le modele des automates temporisés
(cf[4, 6]) est un exemple de modele continu dans lequel le temps est dense et prend
des valeurs réelles. Les automates temporisés représentent une extension des -
automates (automates de Biichi et de Muller) par 1'ajout des variables d'horloges et
des contraintes d'horloges pour conditionner l'exécution des transitions. Pour
donner une sémantique au modele abstrait des automates temporisés, on définit le
graphe des régions qui est un automate a états finis représentant toutes les
exécutions possibles du modele abstrait de départ. Chaque état est un couple formé
de 1'état de l'automate temporisé de l'origine et d'une classe d'équivalence des
valeurs des différentes horloges utilisées. Le graphe des régions joue un role trés
important pour la vérification (cf[7, 8]) et le test (cf[9]) des systémes temps-réel.
D'une part il permet de vérifier si toutes les transitions du systémes sont exécutables
et d'autre part de calculer la longueur de la trace pouvant distinguer deux états du
systtme. Dans cette étude, on se propose de calculer exactement le nombre de

régions pour chaque catégorie, générées par la donnée de n nombres entiers positifs

¢;, i=1,...n appelés valeurs d'horloges. Dans leur article (cf[4]), Alur et Dill

n
proposent le nombre n!/ Z"H( 2+ 2c¢;) comme majoration du nombre total des
i=1
régions. Ce nombre nous a paru trés exagéré. En effet, dans le cas ou n=3 et en
prenant ¢; =c,=c3=1, on obtient exactement 8 sommets, 31 demi-droites ou
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segments, 36 régions planes et 13 "volumes", ce qui fait en tout 88. Ce nombre est
de loin tres inférieur a leur majorant qui est 3072.

II) REGIONS D'HORLOGES:

1) Définition de la relation d'équivalence:

Une région d'horloges d'un automate temporisé est une classe d'équivalence
des valeurs d'horloges (interprétations d'horloges) et définie par la relation
d'équivalence notée L (cf[4]).

Soit C un ensemble de n horloges. Pour chaque x € C, notons par c, le plus
grand entier ¢ tel que (x<c) ou (x 2c) soit une contrainte sur x. On dira que
deux interprétations d'horloges VLV’ si et seulement si:

- pour tout xe C, | v(x)]=[Vv'(x)]Jou min(v(x),Vv'(x))=c,,

- pour tout x,ye C tels que v(x)<c, et v(y)<c,,
{vix)rs{viy)}e{vi(x)}<{v'(y)},

- pour tout x,ye C tel que v(x)<c,, {v(x)}=0={v'(x)}=0

ou | v(x)] et {v(x)} désignent respectivement la partie entiére et la partie

fractionnaire de la valeur d'horloges v(x).

D'une maniere informelle, la détermination des régions d'horloges se fait en
discrétisant 1'espace des horloges en des zones dont chacune d'entre elles représente
une relation entre les différentes horloges. Dans chaque zone bornée, la différence
maximale entre deux valeurs d'une méme horloge est strictement inférieure a 1.

2) Construction des régions d'horloges:

Pour bien saisir la méthode de construction des différentes sortes de régions,
on €tudiera successivement les cas n=1, n=2 et n=3 avant de généraliser car on
peut les visualiser a 'aide d'un schéma.

On posera: V,il ={"volume" d'ordre idans R" }, i=0,...n. Par exemple, V,?
est I'ensemble des sommets, V. l'ensemble des segments ou demi-droites, V2



I'ensemble des régions planes, V,f l'ensemble des volumes, etc... Enfin, on
confondra I'ensemble V! et son cardinal.

3) Etude des cas particuliers:

a) Etude du cas n=1:

=3 = =t —_—— - a e
(@) 1 P (o} i,

Les sommets, les segments et la demi-droite sont portés sur I'axe Ox;.
Vo(c,)=(1+¢;) et
Vi(e;)=(1+¢;)=V?.
b) Etude du cas n=2:

En reportant (/+ c,) fois les sommets qui se trouvent sur l'axe 0x;, on obtient:
vi=Vvy] =(1+¢c)V}
2=Va(cpc0)=(1+¢))Vi(cy).

Pour les segments et la demi-droite, on reporte, d'une part, (I + c,) fois ceux qui
se trouvent sur l'axe Ox;, et d'autre part, (I+c;) fois ceux qui se trouvent sur
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I'axe Ox, (on a donc inversé les roles de c; et c,), puis on ajoute, autant de fois
qu'il y a de carrés, le segment parallele a la premiére bissectrice.
) 0 0
Valepe)=(1+¢;)Vi(c;)+(1+¢;)Vi(cy)+cycy
= ZVZO + CICZ'
Pour les régions planes, on remarque qu'il existe trois sortes:

a) celles bornées: (2¢;c,)
b) celles bornées que dans une direction paralléle aux axes: (c; + c,)

c) et celle (unique) qui n'est bornée dans aucune direction paralléle aux axes, d'ol

Vg(cl,c2)=]+(c1+cz)+2c1c2

=V9+(2!-1)cse,.

c) Etude du cas n=3:

ox2

oxl

On utilise la méme technique que précédemment en ajoutant les nouvelles régions.
a) Pour les sommets,



3
VI=Vi(c;, e c3)=(1+c3)Vi(cp,c0)=T](1+¢c).
i=1
b) Comme il y a trois axes, le nombre des segments et des demi-droites parall€les
aux axes est:
(I+cz)(1+c3)V11(c1)+(1+c,)(]+c3)V11(c2)+(I+c1)(1+c2)V11(c3).
On ajoute les segment paralleles a la premiere bissectrice de chaque repere de
dimension 2: c;c;(1+c3)+cie3(1+cy)+cc3(1+ ),
et les segments paralleles a la premiere bissectrice du repére de dimension 3:
CiC5C3.
Par conséquent, .
Vé(cl, C5,C3)=3V5 + Zc,-cj(] + € )+ €j65C3.
i#jzk=1
c) Pour les régions planes, on procéde comme suit:
- on reporte (I+c,) fois les régions planes VZ( ¢;,cj) obtenues dans le cas
précédent dans les trois repeéres de dimension 2, d'oli le nombre:
(1+c3)V3(cpc0)+(1+¢,)Vi(cpc5)+(1+¢;)VE(cyes),
- on ajoute les régions planes dans chacun des c;c,c; cubes. Pour cela, prenons par
exemple le cube qui contient 1'origine et le point de coordonnées (1, 1,1). Il suffit
alors de joindre successivement le segment délimité par ces deux points aux autres
( 2732 ) points restants du méme cube, d'ou:
3
V32(c1,c2,c3)= 3V§) + Zcicj(]+ck)+(23 — 2)cjcqc3.
i#jzk=1
d) Pour les volumes, il existe quatre sortes:

- ceux bornés,
- ceux bornés dans deux directions paralleles aux axes: c;c, + ¢;c; + C,C3,

- ceux bornés que dans une direction paralléle aux axes: ¢; +c, + ¢,

- et celui (unique) qui n'est borné dans aucune direction paralléle aux axes.

Pour déterminer le nombre des volumes bornés, on procéde comme suit en
raisonnant sur le cube choisi précédemment: il suffit de joindre le segment
d'extrémités l'origine et le point (1, 1,1) a deux autres points choisis parmi les
(2% — 2) points restants du méme cube en évitant qu'ils soient coplanaires. Ainsi, il
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y a 3 facons de choisir un sommet dont I'une des coordonnées est nulle (on les
appellera sommets de niveau 1) et pour chacun de ces sommets et pour éviter qu'ils
soient coplanaires, il ne reste que 2 fagons de choisir un sommet dont deux
coordonnées sont nulles (la méme ordonnée nulle que celle du sommet choisi de
niveau 1 et une autre). Ces sommets seront appelés sommets de niveau 2 (car ils ont
deux ordonnées nulles). Par conséquent, le nombre total de volumes bornés est:
3!cjcyc5. Par suite:
V33(c1,c2,c3)=1+(61+c2+c3)+cjcz+clc3+c2c3+3!c1czc3

=VI+(3!-1)cices.

III) ETUDE DU CAS GENERAL:

A ce stade ci, introduisons certaines notations qui nous sont utiles. On pose:
- I=1={12,...,n}, I, ={(if,ip,....i,) € IP:i; <iy <...<i, } pour IS p<n—1, et

I,={(12,...,n)}. On pose aussi 7,,=I—{i1,i2,...,ip} pour ISp<n-1 et

/
I, = . On notera que card I, —C,f——n—.
pl(n—-p)!
2 CiCiye+- Ci, =] pour p=0 et Ap—z Ciyeee € H (I+c,)pour IS p<n.On

p keI

n

obtient ainsi, AI—ZC H (I+c;) et A, 2 Cijo e G =Hci. Les expressions
i=1 jel-i L, i=1

Z Ci)Ciy-++ C;,, SO appelées fonctions monomiales symétriques (cf[1]). Bien

n
entendu, 2 2 Ci;Ciy -+ p=H (I+c;).
i=1

p=0 I,
- Introduisons les nombres suivants:
k
k!S(n k)= 2(—1)k+’C' " sin>k et 0 sinon.
i=0
Ce sont les nombres de Stirling de seconde espéce (cf[1], [2]).
- On considérera les polynémes eulériens suivants:

7



n n
E(x)=xY k!S(nk)(x-1)"* =Y k!S(n+ Lk+1)(x-1)"".
k=1 k=0
- §; o_; désignera un des C: sommets de R" dont i coordonnées sont égales a 1 et les
(n-i) coordonnées restantes sont nulles, et qu'un des sommets S;_;,_;,; est produit a
partir de S;,_; en annulant une des coordonnées non nulles. Les sommets S5, ,_;

seront appelés sommets de niveau i.

REMARQUE 1:
On peut aisément vérifier les égalités suivantes en développant et en arrangeant

adéquatement les sommes.

n
i) A, -—2 pﬂZc -+i=z cty. Cipee+ Gy
k=p Iy

Ipyi
ii) Soit @, € K. On déduit I'égalité suivante:

n
k
YA, Z Zakc )Z iy

p=j p=y k=j
Dans le cas particulier o, = g? ou q est un entier posmf non nul, alors

Zq"A Z (zq"C")Z G,
p=j k=j

avec Zq Ck—(q+1)p (quCk
k=j k=0

REMARQUE 2: (cf[1])

- S(n+ Lk+1)=Y CiS(i, k).
i=k
- En remplagant x par 2 dans I'expression des polyndmes eulériens , on obtient:

n
E,(2)=) k!S(n+Lk+1).
k=0
En introduisant les nombres eulériens

k
E(nk)=Y (-1)*'Cii i,
i=0
8



avec la condition: E(0,k)=1sik=0,1et 0 sik>2,
on obtient l'expression suivante:

E,(x)=Y E(nk)x*.
k

Ainsi,E,(x)=1, Ej(x)=x, Ey)(x)=x+x?, Ej(x)=x+4x>+x°,
E4(x)=x+]]x2+11x3+x4, E5(x)=x+26x2+66x3+26x4+x5 et
Eg(x)=x+57x%+302x% + 302x* + 57x° + x°.

a) Calcul de V?:
n
v? H (I+¢c)= 2 Ciy-ee G,
i=1 = I

0 Iy

p

b) Calcul de V!:

On reporte V; sur les n axes Ox; d'ou le nombre Z Vi( cj) H (I1+c¢;)=nV’.
jel iel-j

Ajoutons les segments paralléles aux premiéres bissectrices dans les C reperes de
dimension 2, les C reperes de dimension 3,..., les C~ o reperes de dimension n-1
etle C, = I repére de dimension n, d'ot:

n
Va=nVi+Y A,

p=2

=n(1+) c)+2 (n+2 c")z ¢,
iel

=n(1+), c)+2(n+2p Cy - c’)Zc
iel

—2(n+2p 1- p)z Cpyees

p=0 Ip

¢) Calcul de V?:
On reporte sz sur les C,f repéres cartésiens de dimension 2 et d'origine O d'ou le

nombre:
9



2 Vi(c,.c,) IT (1+¢)= c2V0+Z c,c, [T (1+c)

kel, kel
=dﬁ+@

11 faut ajouter (2°-2))) ¢, ¢,¢;, [ (1+¢;) régions planes pour les repres de
I3 kel

dimension 3 , et en général, pour 3< p<n, (27 -2 )A, régions planes pour les

repéres de dimension p. On obtient donc:

VE=CHVI+ A+ D (2P - 2)A,.

p=3
Comme
Z(ZP 2)A, _Z 2!S(p,2)A, = 2(31’ oy - 2c2)z e
p=3
on déduit le nombre suivant:
Vi=C/[1+), c]+22(c2+31’ 2P+ ] cz)z gy, vl
iel p= : I,

d) Calcul de V’:

On vient de voir que les nombres V! interviennent dans le calcul des nombres V.
C'est pourquoi c'est a cette étape-ci qu'on sent le besoin de les calculer.

Il existe (n+1) sortes de volumes dont la dimension de Hausdorff (rappelons que la
dimension de Hausdorff d'un sommet est nulle alors que celle d'un segment est
égale a 1, d'une surface plane bornée ou non est égale a 2, etc...) est n (cf[3]):

- ceux bornés,

- ceux bornés dans (n-1) directions paralléles aux axes: Y CiyCip+++Ciy 1>

In-1

- etc...

- ceux bornés que dans une direction paralléle aux axes: Y, ¢;,
iel

- et celui (unique) qui n'est borné dans aucune direction parallele aux axes.
Pour déterminer le nombre des volumes bornés, on procéde comme suit en
considérant le diagramme suivant:
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( 1 1 2 n—3 n—2
Cadum11=  CoiSupa CuupSp-gsr = Gl 8343 Gl Sipui

2 1 2 n—3
U S22 Caodpzs CoaSumgar oo Cuod Sppg

Sno =3

n—3 1 2
(o g1 =* L35, 2 C3 Spn-1
n—2 1
C “Sou-2—> G Sy
n—1
| G pqg = 0

Pour construire un volume, il faut (n+1) sommets. Comme on a déja 2, en
l'occurrence l'origine et le sommet S, ,, il nous reste a déterminer les (n-1)

sommets restants. Il y a C,{ facons de choisir un sommet de niveau (n-1) et pour
éviter que le quatrieme sommet soit coplanaire avec les 3 précédents, on est obligé
de le choisir parmi les sommets de niveau (n-2) etily en a C._,. On continue ce
procédé de qualification jusqu'au choix du (n-1) i-€me choix du sommet de niveau 1
dont leur nombre est Cj. Ainsi le nombre total de volumes bornés est n!, d'od:

n—1
Vi=2 2 ¢y +n! ] ao=Vi+(n!- D] ¢ =V?+(n!-1)A,.
p=0 I, f kel | kel

e) Calcul de V"’
On reporte V=] sur les C"/ repéres cartésiens de dimension n-1 et d'origine O

d'ou le nombre:

Y Vili(eync, ) T (+q)=nVi+((n=-1)!-DY ¢, ...c;
In—l keln_l In—]

+(n!-n) [] cc=nVl+((n-1)I-1)A,_,
kel
car A,_;= ¢...c,_ +n]] .

I_; kel
A cette quantité, il faut ajouter les autres volumes de dimension de Hausdorff (n-1).
Comme il faut n sommets pour construire un volume et qu'on a déja deux, il suffit
de rechercher (n-2) en évitant que quatre points soient coplanaires en faisant le
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choix de sommets 2 chaque niveau (ceci se traduit par la multiplication de n-1

combinaisons), d'ol le nombre :
[cicL,.cicl+c2)+Cciclcl;...CiCo+..+

cicl ,..CL . C .l .. .CiC+. . +CCL ;... C5CC ] &

kel
=(n_1)n!H ck=(n_1)n!An.
2 kel 2
En définitive, on obtient:
Ve
Virl=nV) +((n=1)!-1) Y, ¢,...; _, (n+1)!-2n I1 «
I i 2 kel
n—1
2 n+1)!
= z 2 ¢, c,-p+((n—1)!+n—])2 cil...cin_1+( 2 ) H Cy
=0 In_] kel
n-—1
=n ,?+((n II-1)A,_, + o )n!An.
2
Remarquons a ce niveau que Ql:zl)—n =(n-1)!S(n,n-1).

f) Calcul de V¥ pour 2<k<n-1I:
On reporte V,f sur les C*¥ repéres de dimension k et d'origine O d'ou:

> Vi(cyncy) T (14¢;)=CV, +(k!I=1)3, ¢y T (1+¢5)
Iy

Jely Iy Jjely
=CVO 4 (k1-1)A,
k-1 n
=G Y X Gy + (G (KI=DC)Y, ¢y
j=0 I Jj=k I7
I1 faut ajouter les volumes de dimension de Hausdorff k en appliquant la méthode
décrite ci-dessus au moyen du diagramme. Ainsi, on a par exemple:

n
- l'ajout de Y, A, pour V,,

p=2
n-bBp=liat n

- I'ajout de Z ZC;,I A,= 2(2” —2)A,, pour V,‘f,
p=3 i=1 p=3
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- I'ajout de

C

)A

n p-2 p—ij—1 n p-2
i i 3 z p—i
Z ZC] 2 Cp211 p‘z Cp (2771 =2)4,
p=4 ij=1 ir=I p=4 i;=I
n
=Y (37 = 3.2P 4 3)A,
p=4
n
. 3
=) (4/-3.37+3.2P-1-3!C )Z 6y v
p=4 p
pour V,f,
-l'ajout de
p-3 p—=ij=2 p—ij—ir—1I n p-3
1 i l
2 ZCI > Cr, D Gl A=Y Y €I(37=3.27+ 3)A,
p=5 ij=1 ir=] iz=I p=5 ij=1
n
=2 P—4.37+6.2° —4)A,
- 4
2 (5P —4.47 +6.37 —4.2° +1-4!C )2 Ci/Ciy-
p=5 Ip
pour V,f,
- etc...
- I'ajout, pour 1<k<n-1,de
n p=(k=1) ; p=ij=(k=2) i p—ij=ip—(k=3) :
3 3 o ARG TS L
p=k+1 ij=1 ir=1 ig]
k=4 k=3 k=2
p-3—- 21 p—2- sz p—1- Zij
Jj= , )
2 C*, Z CHy 3 O
fg-3=1 P~ .ij ig-2=1 P~ Zt, ig-g=1 P~ .21’3'
J= _]= Jj=

n k
= X (¥ =G )4,

p=k+1 i=0

n
= Y k!S(p.k)A,
p=k+1

13
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n

P
= > ( zk’S(J,k)CJ)Z Ci;Ciy -+
p=k+]  j=k+I

= Y kNS(p+Lk+1)- c" 2 CyCryeesCi,
p=k+1

p
n k
=3 (3 (-1 i+1)Pct - kfc")z Gl v
p=k+1 i=0
pour V,’f.
En définitive, on obtient:
n
VE=CE V0 +(kI-1)A + Y k!S(p,k)A,
p—k+1
k k k
=G, 2 D Gyl Z [Cq —Cp+k!(S(p+]1, k+1)]2 Cigere Gy
p=0 1Ip p=k+1 Ip

Nous sommes en mesure de calculer 2 V,’f. Pour cela, il suffit de calculer les
k=0
coefficients de z C;yCiy-++Ciy -
1
p

THEOREME 1:
n n
Y vi=Y [2 -2’<+Ek(2)]2 CigCusia iy
k=0 k=0

Preuve: Il suffit de calculer le coefficient de 2
Iy

€;;Ciy- - €, POUL 1<k<n,qui est

égale a:
C?=c?-Ccl+0!S(k+11)dans V2,
c/-cl+1/S(k+1,2)dans V.,
C?-C2+2!S(k+13) dans V}

CHT_ kT4 (k=1)!S(k+ 1,k) dans V¥,
Ck—CF+k!S(k+1,k+1)=CF-Cf+k! dans V¥
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C**! dans V¥,

c ! dans V!,
C, dans V, .
En additionnant ces nombres, on obtient:

n k . k
S G- G+ ilS(k+1Li+1)=2"-2*+E(2).
i=0 i=0 i=0

Cette formule est aussi valable pour k=0. @

REMARQUE 3:

n n
- Comme z Z Ci Cip- Cipp = (I1+ c;), on déduit 1'expression suivante:
k=0 I i=1

Z V,’f:znn (1+c)+2 [E (2)-2 ]2 Ci,Ciyer Gy »

- Comme les nombres eulériens possedent une certame symétrie, que

2 2= ( b=ty ) et 2 E(n,k)=n!,on déduit l'inégalité suivante:
i=1

Ek(2)—2kS?(2+...+2k‘1)=k!(2""—1)
des que k= 1.
COROLLAIRE 1:
n
2 VE<(2" 4 nt2v! 2 k’)H (1+c;).
k=0 k=0 i=1]
Preuve: Immédiate. @

COROLLAIRE 2:

n
- Soit ¢; =1, alors on obtient: », V¥ =4"-3"+2E,(2)- 1.
k=0
- Soit ¢; =c. En posant (E.(2))/ = E;(2), alors
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n

2 VE=2"(1+c)" = (1+2c)" +(1+CcE.(2))".

k
Preuve: - Remarquons que 2 CiyCiy-o- Gy = Gy -
I

k
Comme S(k+1,i+1)=S(k,i)+iS(k,i+1) et Z i!S(k+1,i+1)=E,(2), on

i=0
déduit lexpression suivante:
k n k
2 CrE(2)= 2 S iICiS(k,i)+ 2 Z (i+1)!CES(k,i+1)

k=0 i=0 k=0 i=0

= k! CS(Lk)+ Y k /2 C,S(i, k)
k=0 i=k k=1 i=k

= k!S(n+Lk+1)+ Z !S(n+ Lk+1)
k=0 k=1

—E (2)+E,(2)-1.

n
Pour les autres termes, il suffit de remarquer que 2"2" =4" et 2 C,'f 2k =3,

k=0
n
-IciH (I+c)=(1+c)". Commez CiCiy- Gy —Ckck on déduit que:
i=1 L
Y [E(2)- 2"]2 CyCrpee Gy = Y, CRCF[Ep(2)—2F]
k=0 k=0

=(1+cE.(2))"—=(1+2c)".
Remarquons que le premier cas est déduit du second car

2": C'E,(2)=(1+E.(2))".@®
k=0

EXEMPLE:

Voici Z V,’,‘ pour certaines valeurs de »n en prenant ¢; = I:

k=0
88 pour n=3, 474 pour n=4, 2944 pour n=5 et enfin 22098 pour n=6.
Notre majoration est:
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176 pour n=3, 2784 pour n=4, 57536 pour n=5 et enfin 1422720 pour n=6.

n
Si on prend comme majoration le nombre n /2" H (I+c;), on obtient alors:

i=1
384 pour n=3, 6144 pour n=4, 122880 pour n=5 et enfin 2949120 pour n=6.
En poussant un peu plus loin notre curiosité, on a étudié, pour I<n<23, le
n!2"
4" -3"+2E (2)-1
{0.5, 0.44, 0.55, 0.81, 1.30, 2.09, 3.17, 4.60, 6.50, 9.06, 12.59, 17.46, 2421,
33.56,46.52, 64.49, 89 4, 123.94, 171.82, 238.18, 330.19, 457.74, 634.56}.

. . / n
Autrement dit, ce rapport est exponentielle car nl4 > 2" pour n

4"—3"+2E(2)-1

. On a obtenu les valeurs suivantes:

rapport

grand. On obtient alors ce graphique:
800
600-
400+

200

5 10 16 20 2b

THEOREME 2:

D Ve P T

k pair k impair

k .
Preuve: Dérivons E (x)=xY j!S(k, j)(x-1)*"7.On obtient:
=1

k oy |
E(x)=3, jIS(k,j)(x =D} +x¥, jlk=j)S(k, j)(x= 1)},
j=1 j=1
par conséquent,
17



k .
E(0)=Y, j!S(k, j)(=1)"".
j=1
Comme E,(x)=x+ P(x) o P(x) estun polyndme tel que P'(0)= 0, on déduit
que
k .
>, IStk j)(-1) =1
j=1
et donc, en multipliant les deux cotés par (—1 )% on a:
k
S JUS(k j)(-1) =(-1).
j=1
D'un autre c6té,

n
vi=clvl=clvl+Y, 0/5(p,0)A, car S(p,0)=0,

p=1
n n
Vi=ClVi+Y A,=CVi+ Y 1/5(p,1)A, car S(p,1)=1,
p=2 p=2
VZ=CW0+ A+ Y 2/S(p,2)A,,
p=3

seey

n
VE=CiVl+(kI-DA+ Y, k!IS(p,k)A,,
p=k+1

vil=c Vot [(n-1)I1-1DA,_;+(n-1)!S(n,n-1)A,,
Vi=CW0+(n!-1)A,.
En faisant la sommation, on constate que le coefficient de A, est:

k
—S(k,k)+ Y, j!S(k,j).
j=1

Il faut alors prouver que:
k

k
(-1)fS(k,k)+ >, jIS(kj)= Y jlIS(k j).
Jj=1,j impair Jj=2,j pair

18



Autrement dit,
k

k
—(-1)S(k,k)- Y, jIS(k.j)+ Y, j!S(k,j)=0,

j=1,j impair j=2,jpair
c'est a dire:

k .
S (-1)jIS(k, j)=(-1),
<

ce qui a été fait précédemment.

Quant aux coefficients de V7, on sait déja que Z Ck = 2 &L
k pair k impair
En outre, on remarque que A; n'existe pas et que A,, dont les coefficients sont 1,

n'existe que dans V! et V2. @

IV) CONCLUSION

Dans cet article, nous avons calculé le nombre exact de régions d'horloges
pour un automate temporisé quelconque. Ce nombre est de trés loin plus petit que
celui donné par Alur et Dill (cf[4]). Puisque le graphe de régions représente la
sémantique des automates temporisés en regroupant tous les états équivalents, son
nombre d'états est bien borné par le nombre exact de régions d'horloges de
I'automate. Ceci s'aveére trés important pour tester les systémes temps-réel puisqu'il
permet de calculer la longueur de la trace pouvant distinguer deux états du systéme.
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